Transformation de Helmert à « 3 » paramètres ou similitude euclidienne.

Démonstration de la formule à partir de la théorie des moindres carrés.

Le but de cette transformation est d’adapter un réseau de (n) points connu dans un système local à un réseau constitué des mêmes (n) points donnés en système général (par exemple Lambert 3).

Notations :


X, Y : coordonnées en repère général.

x, y : coordonnées en repère local.


G : isobarycentre des (n) points A, B, …

g : isobarycentre des (n) points a, b, …

Coordonnées d’un point après adaptation : translation (tx, ty), rotation d’angle  (sens positif trigo), adaptation d’échelle de facteur k (homothétie):

 
Notation matricielle :
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Equations : 





XT = k . cos . x + k . sin . y + tx 


 







YT = -k . sin . x + k . cos . y + tx

 
En posant a = k . sinet b = k . cos, on obtient : 

XT = b x + a y + tx 
(1)









YT = - a x + b y + ty 
(2)

On cherche donc les 4 paramètres (tx , ty , a et b) de cette adaptation à partir des coordonnées (xi , yi) et (Xi , Yi) des (n) points connus dans les deux systèmes. Il faut donc au moins 2 points connus dans les deux systèmes pour obtenir un système de quatre équations à quatre inconnues.

Si on dispose de plus de deux points communs, on peut chercher les paramètres (tx , ty , a et b) en minimisant les écarts entre points connus et points calculés par adaptation. Cela se fait à partir de la théorie des moindres carrés en minimisant la somme des carrés des distances entre points connus et points calculés par adaptation.

1)  Somme des carrés distances entre points connus et points calculés par adaptation : 


F(tx , ty , a et b) = Xi – XTi)2 + (Yi – YTi)2 ] = Xi – b xi – a yi – tx)2 + (Yi + a xi – b yi – ty)2 ]

 
F est une fonction de 4 paramètres ,  représente la sommes de (i = 1) à (i = n).

Pour minimiser cette fonction, il suffit d’annuler les 4 dérivées partielles suivantes :
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L’écriture des deux premières équations donne :

 
 [-2 (Xi – b xi – a yi – tx)] = 0 

Soit :
Xi – b . xi – a . yi – n . tx = 0 


 [-2 (Yi + a xi – b yi – ty)] = 0 

Soit :
Yi + a . xi – b . yi – n . ty = 0

On en déduit les composantes du vecteur de translation qui satisfont à la condition des moindres carrés : 
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Soit : tx = XG – b . xg – a . yg
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Soit : ty = YG + a . xg – b . yg

Ces équation indiquent que, pour que la condition des moindres carrés soit satisfaite, il faut effectuer une translation partant de l’isobarycentre des points connus en système local vers l’isobarycentre des points connus en système général.

2)  Pour rechercher les paramètres (a et b), nous allons effectuer un changement de variable : reprenons les équations (1) et (2) en y reportant les valeurs trouvées pour tx et ty. On obtient : 


 
XT = b x + a y + XG – b . xg – a . yg 
soit : XT  – XG = b (x – xg ) + a (y – yg )

 
YT = - a x + b y + YG + a . xg – b . yg 
soit : YT  – YG = – a (x – xg ) + b (y – yg )

En posant : XT = XT  – XG ; YT = YT  – YG ; x = x – xg ; y = y – yg , on obtient : 
XT = b . x + a . y     (3)

X = X  – XG ; Y = Y  – YG
YT = – a . x + b . y   (4)

On peut à présent réécrire la condition des moindres carrés qui donnera des équations plus simples à résoudre.


F’(a , b) = Xi – XTi)2 + (Yi – YTi)2 ] = Xi – b.xi – a.yi)2 + (Yi + a.xi – b.yi)2 ]

F’ est une fonction des deux variables (a) et (b).

Les dérivées partielles de F’ par rapport aux variables (a) et (b) doivent être nulles, on obtient donc :

 
dF’ / da =  [–2.(Xi – b.xi – a.yi).yi + 2. (Yi + a.xi – b.yi) . xi ] = 0


dF’ / db =  [–2.(Xi – b.xi – a.yi).xi – 2. (Yi + a.xi – b.yi) . yi ] = 0

On obtient en développant :

 
– Xi . yi)  + a .yi)2 + b.xi . yi) + Yi . xi) + a .xi)2 – b .yi . xi) = 0

 
– Xi . xi)  + b .xi)2 + a.xi . yi) – Yi . yi) + b .yi)2 – a .yi . xi) = 0

D’ou les paramètres cherchés (a) et (b) :
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On peut remonter aux paramètres (k) et () par :  
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Pour obtenir les formules simplifiées applicables au cas ou l’on ne connaît que deux points (A et B) dans les deux systèmes (c’est le nombre minimum de données et dans ce cas la solution est unique et « parfaite » ), il suffit de considérer que la translation est faite du point a vers son homologue A, que la rotation est faite autour de A et la mise à l’échelle (homothétie) avec A comme centre : le point A remplace donc le point G du cas général dans les formules. On obtient donc :

 

tx = XA – b . xA – a . yA
 


ty = YA + a . xA – b . yA
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